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Przestrzenie euklidesowe

Dla kazdej liczby naturalnej n oznaczmy przez R" zbiér wszystkich
uporzadkowanych ciagdw skfadajacych sie z n liczb rzeczywistych = = (z1,...,2,).
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Liczby x1,...,x, nazywamy wspotrzednymi elementu x.

Elementy zbioru R™ nazywamy wektorami (lub punktami).
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Przestrzenie euklidesowe

Dla kazdej liczby naturalnej n oznaczmy przez R" zbiér wszystkich
uporzadkowanych ciagdw skfadajacych sie z n liczb rzeczywistych = = (z1,...,2,).
Liczby x1,...,x, nazywamy wspotrzednymi elementu x.

Elementy zbioru R™ nazywamy wektorami (lub punktami).

Dlaz=(z1,.---,%n), ¥y=(y1,---,Yn) €ER™ i «a€R okreSlamy dziatania:

T+Y:=(T1 + Y1, 0 T +Yn) €R® i a-z:=(azy,...,az,) € R™.

Zbiér R™ z takimi dziataniami jest przestrzeniag wektorowa nad R.
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Przestrzenie euklidesowe

Dla kazdej liczby naturalnej n oznaczmy przez R" zbiér wszystkich
uporzadkowanych ciagdw skfadajacych sie z n liczb rzeczywistych = = (z1,...,2,).
Liczby x1,...,x, nazywamy wspotrzednymi elementu x.

Elementy zbioru R™ nazywamy wektorami (lub punktami).

Dlaz=(z1,.---,%n), ¥y=(y1,---,Yn) €ER™ i «a€R okreSlamy dziatania:

T+Y:=(T1 + Y1, 0 T +Yn) €R® i a-z:=(azy,...,az,) € R™.

Zbiér R™ z takimi dziataniami jest przestrzeniag wektorowa nad R.
W przestrzeni R™ wprowadzamy iloczyn skalarny wektoréow =,y € R™ :

xoy:=ixiy¢

1=1
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Przestrzenie euklidesowe

Dla kazdej liczby naturalnej n oznaczmy przez R" zbiér wszystkich
uporzadkowanych ciagdw skfadajacych sie z n liczb rzeczywistych = = (z1,...,2,).
Liczby x1,...,x, nazywamy wspotrzednymi elementu x.

Elementy zbioru R™ nazywamy wektorami (lub punktami).

Dlaz=(z1,.---,%n), ¥y=(y1,---,Yn) €ER™ i «a€R okreSlamy dziatania:

T+Y:=(T1 + Y1, 0 T +Yn) €R® i a-z:=(azy,...,az,) € R™.

Zbiér R™ z takimi dziataniami jest przestrzeniag wektorowa nad R.
W przestrzeni R™ wprowadzamy iloczyn skalarny wektoréow =,y € R™ :

n
Toy =) Ty
i=1
oraz odwzorowanie || - || : R™ — [0, +00) zdefiniowane nastepujaco

n
lall = Vaoz = | a2,
i=1

nazywane norma euklidesowa.
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Definicja 1

Przestrzeri wektorowa R"™ z iloczynem skalarnym x oy i norma ||x|| = \/zox
nazywamy n-wymiarowa przestrzenia euklidesowa .
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Definicja 1

Przestrzeri wektorowa R™ z iloczynem skalarnym x oy i norma ||z|| = \/zox
nazywamy n-wymiarowa przestrzenia euklidesowa .

| A

Uwaga 1

Norma euklidesowa || - ||, jak kazda norma, zadaje metryke

n

d(z,y) = llz - yll = Z;(fﬂi - ¥i)?,
czyli funkcje d : R™ x R™ — [0, +00) spefniajaca warunki:
Q d(z,y) =0 x=y,
Q d(z,y) = d(y, ),
Q d(z,y) <d(z,2) +d(z,y).
Zatem przestrzen euklidesowa jest przestrzenia metryczna.

A\
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Zbiory w przestrzeni euklidesowe]

Definicja 2

Kula (otwartg) o srodku a (a € R™) i promieniu r (r > 0) nazywamy zbiér
K(a,r):={zeR": d(z,a) <r}.
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Zbiory w przestrzeni euklidesowe]

Definicja 2
Kula (otwartg) o srodku a (a € R™) i promieniu r (r > 0) nazywamy zbiér
K(a,r):={zeR": d(z,a) <r}.

Definicja 3
Otoczeniem punktu a € R™ nazywamy kazda kule o Srodku a i dowolnym
promieniu r i oznaczamy U (a,r).
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Zbiory w przestrzeni euklidesowe]

Definicja 2

Kula (otwartg) o srodku a (a € R™) i promieniu r (r > 0) nazywamy zbiér
K(a,r):={zeR": d(z,a) <r}.

| \

Definicja 3
Otoczeniem punktu a € R™ nazywamy kazda kule o Srodku a i dowolnym
promieniu r i oznaczamy U (a,r).

| \

Definicja 4
Sasiedztwem punktu a € R™ nazywamy kazda kule o srodku a i dowolnym
promieniu r bez srodka i oznaczamy S(a,r).
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Definicja 5

Moéwimy, ze punkt x € R™ jest punktem wewnetrznym zbioru A, jesli istnieje takie
otoczenie punktu a, ktére jest zawarte w zbiorze A.

Zbiér wszystkich punktéw wewnetrznych zbioru nazywamy wnetrzem zbioru.

Anna Bahyrycz Granica i ciagto$é funkcji wielu zmiennych



Definicja 5
Moéwimy, ze punkt x € R™ jest punktem wewnetrznym zbioru A, jesli istnieje takie
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| \

Definicja 6
Zbiér nazywamy zbiorem otwartym, jezeli kazdy punkt tego zbioru jest jego
punktem wewnetrznym.
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Definicja 5

Moéwimy, ze punkt x € R™ jest punktem wewnetrznym zbioru A, jesli istnieje takie
otoczenie punktu a, ktére jest zawarte w zbiorze A.
Zbiér wszystkich punktéw wewnetrznych zbioru nazywamy wnetrzem zbioru.

Definicja 6
Zbiér nazywamy zbiorem otwartym, jezeli kazdy punkt tego zbioru jest jego
punktem wewnetrznym.

| \

Definicja 7

Punkt x € R™ (nalezacy lub nie nalezacy do zbioru A) nazywamy punktem
skupienia zbioru A, jezeli kazde otoczenie punktu x zawiera co najmniej jeden
element zbioru A rézny od .
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Zbiér wszystkich punktéw wewnetrznych zbioru nazywamy wnetrzem zbioru.
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punktem wewnetrznym.

| \
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Definicja 7

Punkt x € R™ (nalezacy lub nie nalezacy do zbioru A) nazywamy punktem
skupienia zbioru A, jezeli kazde otoczenie punktu x zawiera co najmniej jeden
element zbioru A rézny od x.

Definicja 8

Zbior nazywamy zbiorem domknietym, jezeli zawiera wszystkie swoje punkty
skupienia.
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Definicja 9

Brzegiem zbioru A nazywamy te wszystkie punkty przestrzeni R™ (nalezace lub
nie nalezace do zbioru A zwane punktami brzegowymi), w ktdrych kazdym
otoczeniu znajduje sie zaréwno punkt nalezacy jak i nie nalezacy do zbioru A.
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Definicja 9
Brzegiem zbioru A nazywamy te wszystkie punkty przestrzeni R™ (nalezace lub

nie nalezace do zbioru A zwane punktami brzegowymi), w ktdrych kazdym
otoczeniu znajduje sie zaréwno punkt nalezacy jak i nie nalezacy do zbioru A.

Definicja 10

Zbiér nazywamy zbiorem ograniczonym, jezeli zawiera sie w pewnej kuli.
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Definicja 9

Brzegiem zbioru A nazywamy te wszystkie punkty przestrzeni R™ (nalezace lub
nie nalezace do zbioru A zwane punktami brzegowymi), w ktdrych kazdym
otoczeniu znajduje sie zaréwno punkt nalezacy jak i nie nalezacy do zbioru A.

Definicja 10

Zbiér nazywamy zbiorem ograniczonym, jezeli zawiera sie w pewnej kuli.

Definicja 11

Zbior otwarty nazywamy obszarem, jezeli nie da sie przedstawic jako suma
mnogosciowa dwdch zbioréw otwartych, niepustych i roztacznych.
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Definicja 9

Brzegiem zbioru A nazywamy te wszystkie punkty przestrzeni R™ (nalezace lub
nie nalezace do zbioru A zwane punktami brzegowymi), w ktdrych kazdym
otoczeniu znajduje sie zaréwno punkt nalezacy jak i nie nalezacy do zbioru A.

Definicja 10

Zbiér nazywamy zbiorem ograniczonym, jezeli zawiera sie w pewnej kuli.

Definicja 11

Zbior otwarty nazywamy obszarem, jezeli nie da sie przedstawic jako suma
mnogosciowa dwdch zbioréw otwartych, niepustych i roztacznych.

Definicja 12

Obszarem domknietym nazywamy sume mnogosciowg obszaru oraz jego brzegu.
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Definicja 13

Moéwimy, ze ciag (xr), x) = (mgk),xék), e ,xf,k)) € R™, jest zbiezny do
To = (:zzgo),xgo), e ,1:,(10)) € R", co oznaczamy

lim zp = xg,
k—+o0

Jesli

lim d(z,zo) = 0.
k—+oo
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Definicja 13
Moéwimy, ze ciag (xr), x) = (mgk),xék), e ,x%k)) € R™, jest zbiezny do
To = (z§°),x§°), e ,z,(f)) € R", co oznaczamy
li =
Jim =20,

Jesli

lim d(zg,z0) = 0.

k—+oo

Twierdzenie 1

| A

Jesli xy, = (mgk),xék),...,xflk)) eR™ i xp= (mgo),xéo),...,xflo)) eR"™, to

lim xp =x9 wtedy i tylko wtedy, gdy klim ™ = mgo) dlat=1,...,n
—>+00

k—+oo v

(czyli ciag xy, jest zbiezny do o wtedy i tylko wtedy, gdy jest zbiezny po
wszystkich swoich wspétrzednych).

A\
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Przyktad 1

Zbadac czy podane ciagi sa zbiezne (dla ciagéw zbieznych wyznaczy¢ granice)

o (vm(1+3) &%)
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Przyktad 1
Zbadac czy podane ciagi sa zbiezne (dla ciagéw zbieznych wyznaczy¢ granice)
0 (v (1+3) 2y )
lim, e Y1 =1,
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Przyktad 1
Zbadac czy podane ciagi sa zbiezne (dla ciagéw zbieznych wyznaczy¢ granice)
0 (v (1+3) 2y )
lim, e Y1 =1,

n n\5
i (1 2)" = i (14 2)7) = 2
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Przyktad 1
Zbadac czy podane ciagi sa zbiezne (dla ciagéw zbieznych wyznaczy¢ granice)
0 (v (1+3) 2. %)
lim, e Y1 =1,
limy, o0 (1+ %)" = lim,, e ((1 . %)g)f’ =S,

9 2n
limy e 725 = 2,
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Przyktad 1
Zbadac czy podane ciagi sa zbiezne (dla ciagéw zbieznych wyznaczy¢ granice)
0 (v (1+3) 2. %)
lim, e Y1 =1,
limooe (14 2)" =l (14 2) ) = €3,
limy, o0 2% = 2,

si

lim,,— 00 % = lim,, o %Sinn =0,

5\n 2 i
Zatem ciag jest zbiezny i lim (’Q/ﬁ, (1+=) ,—nl, Smn) = (1,€°,2,0).
n-roo n’ 'n- n
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Przyktad 1
Zbadac czy podane ciagi sa zbiezne (dla ciagéw zbieznych wyznaczy¢ granice)
0 (v (1+3) 2. %)
lim, e Y1 =1,
limy, o0 (1+ %)" = lim,, e ((1 . %)g)f’ =S,

g 2n
llmn_,w el 2,
si

limy, o 57 = limy, 00 %Sinn =0,
.. C 5\n 2n sinn 5
Zatem ciag jest zbiezny i lim (’Q/ﬁ, (1+=)", —, ) = (1,e’,2,0).
n—»oo n n-1" n

o (2, (-1)™,nsin 1)

n
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Przyktad 1
Zbadac czy podane ciagi sa zbiezne (dla ciagéw zbieznych wyznaczy¢ granice)
0 (v (1+3) 2. %)
lim, e Y1 =1,
limy, o0 (1+ %)" = lim,, e ((1 . %)g)f’ =S,

g 2n
llmn_,w el 2,

lim,,— 00 % =1lim,, oo %Sinn =0,
.. C 5\n 2n sinn 5
Zatem ciag jest zbiezny i lim (’Q/ﬁ, (1+=)", —, ) = (1,e’,2,0).
n—»oo n n-1" n

@ (2,(-1)",nsin)

Poniewaz ciag (-1)™ nie ma granicy,
wiec ciag (2, (-1)", nsin %) nie jest zbiezny.
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Niech f: D cR™ - R | x¢ bedzie punktem skupienia zbioru D. Méwimy, ze f
ma granice w xg rowng g € R, co oznaczamy

lim f(z) =g,
=T
Jesli dla kazdego € > 0 istnieje 0 > 0 taka, ze dla kazdego x € D zachodzi implikacja

x € S8(x9,0) = f(x) e K(g,¢),

czyli réwnowaznie 0<d(zg,z) <0 =|f(z)-gl<e.
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Niech f: D cR"™ - R | xg bedzie punktem skupienia zbioru D. Méwimy, ze f
ma granice w xzg réwna g € R, co oznaczamy

lim f(z) =g,
=T
Jesli dla kazdego € > 0 istnieje 0 > 0 taka, ze dla kazdego x € D zachodzi implikacja
T € S($0,5) = f(ZL') € K(g7€)7

czyli réwnowaznie 0 <d(wo,z) <0 =|f(z)—g|<e.

Definicja 15 (Granica w sensie Heinego)

Niech f: D cR"™ - R | xy bedzie punktem skupienia zbioru D. Méwimy, ze f
ma granice w xg rowna g € R, co oznaczamy
lim f(z) =g,
T—TQ
Jesli dla kazdego ciagu (xy) zachodzi implikacja
(xkeD/\x;€ txg dlakeN A lim xp, =29 ) :>klim flzk) =g.
—>+o0

k—+o0
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Definicje granicy funkcji w sensie Cauchy’ego i w sensie Heinego sa réwnowazne.
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Definicja 16

Niech D cR™ i x9 € D bedzie punktem skupienia zbioru D oraz A c D.
Méwimy, ze funkcja f: D — R jest ciaggta w punkcie xq jezeli

Jim £(2) = £(@o),

(tzn. funkcja f ma w punkcie xo granice réwna wartosci).
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Definicja 16

Niech D cR™ i x9 € D bedzie punktem skupienia zbioru D oraz A c D.
Méwimy, ze funkcja f: D — R jest ciaggta w punkcie xq jezeli

Jim £(2) = £(@o),

(tzn. funkcja f ma w punkcie xo granice réwna wartosci).
Méwimy, ze funkcja f jest ciagta w zbiorze A jezeli jest ciagta w kazdym punkcie
zbioru A.

V.
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Funkcje dwéch zmiennych

Z Twierdzenia 1 dlan =2 otrzymujemy, ze ciag (ay,by,) jest zbiezny w R? do
punktu (ag,bp) wtedy i tylko wtedy, gdy

lim agp =ag oraz lim by = bgy.
k—+o0 k—>+o00

Funkcje f(x,y) dwoch zmiennych okreslamy najczesciej za pomoca jednego lub
kilku wzoréw.

Wykresem funkcji dwéch zmiennych f: D - R, D c R? nazywamy zbiér

{(z,y,2) eR*: (z,y) e DAz = f(x,y)}.
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Wykresem funkgcji
z=Ax+By+C

jest ptaszczyzna o wektorze normalnym n = (A, B, -1) przechodza przez (0,0,C).
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Wykresem funkgcji
z=Ax+By+C

jest ptaszczyzna o wektorze normalnym n = (A, B, -1) przechodza przez (0,0,C).
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Paraboloida obrotowa

Wykresem funkgcji
z=a(z®+v%), az0

jest paraboloida obrotowa tj. powierzchnia powstata z obrotu paraboli
z = ax?® wokét osi 0z.

Anna Bahyrycz Granica i ciagto$é funkcji wielu zmiennych



Paraboloida obrotowa

Wykresem funkgcji
z=a(z? +9y%), a#0

jest paraboloida obrotowa tj. powierzchnia powstata z obrotu paraboli
z = ax? wokét osi 0z.
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Stozek obrotowy

Wykresem funkgji
z=kyz2+y2, k+0

jest stozek obrotowy tj. powierzchnia powstata z obrotu krzywej
z = kl|z| wokét osi 0z.
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Stozek obrotowy

Wykresem funkgji
z=k\/z2+y2, k=#0

jest stozek obrotowy tj. powierzchnia powstata z obrotu krzywej
z = kl|z| wokét osi Oz.
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Potsfera
Wykresem funkgji

z=+\/R% 22 -y>2

jest gérna (+) lub dolna (-) pétsfera o srodku w punkcie (0,0,0) i promieniu R.
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Pétsfera

Wykresem funkgji
z=+\/R? - 22 —y?

jest gérna (+) lub dolna (-) pétsfera o srodku w punkcie (0,0,0) i promieniu R.
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Powierzchnia walcowa
Wykresem funkgcji
z=g(z) lub h=g(y)

jest powierzchnia walcowa powstata z przesuniecia
wykresu funkgji z = g(z) dla y = 0 réwnolegle do osi 0Y" lub
wykresu funkcji h = g(y) dla 2 = 0 réwnolegle do osi 0.X.
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Powierzchnia walcowa

Wykresem funkgcji

z=g(z) lub h=g(y)

jest powierzchnia walcowa powstata z przesuniecia
wykresu funkgji z = g(z) dla y = 0 réwnolegle do osi 0Y" lub
wykresu funkcji h = g(y) dla 2 = 0 réwnolegle do osi 0.X.
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Uwaga 4 (Granica i ciagtos¢ funkcji dwéch zmiennych)

Niech f: D - R i DcR? oraz (zo,y0) bedzie punktem skupienia zbioru D.
Z Definicji 14 (granicy w sensie Cauchy’ego) dla n = 2 wynika, ze funkcja f ma
granice w punkcie (zo,yo) rowng g € R, co oznaczamy

lim z,Y) =g,
(z,y)—*(zo,yo)f( v)=9

Jesli dla kazdego € > 0 istnieje 6 > 0 taka, ze dla kazdego x € D zachodzi implikacja

0<v/(z-20)2+(y-90)% <8 =|f(z,y) - gl <e.
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Uwaga 4 (Granica i ciagtos¢ funkcji dwéch zmiennych)

Niech f: D - R i DcR? oraz (zo,y0) bedzie punktem skupienia zbioru D.
Z Definicji 14 (granicy w sensie Cauchy’ego) dla n = 2 wynika, ze funkcja f ma
granice w punkcie (zo,yo) rowng g € R, co oznaczamy

lim z,Y) =g,
(z,y)—*(zo,yo)f( v)=9

Jesli dla kazdego € > 0 istnieje 6 > 0 taka, ze dla kazdego x € D zachodzi implikacja

0<V(z-20)2+(y-40)2<6=|f(z,y) ~ gl <e.
Z Definicji 15 (granicy w sensie Heinego) dla n = 2 wynika, ze

lim  f(z,y) =g,

(z,y)—>(0,y0)

Jesli dla kazdego ciagu (xy,yr) zachodzi implikacja
[(@r,yx) € D A (wk,yx) # (w0, 90) dlakeN A kgglw($k7yk) = (20, %0) |

= lim f(zx,yk) = 9.
k—+o00
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Przyktad 2

Zbada¢ z definicji Heinego istnienie granicy funkcji

2
X .
(@) = -2~ w punkcie (wo,y0) = (0,0).
i +y
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Przyktad 2

Zbada¢ z definicji Heinego istnienie granicy funkcji

|

2
X .
(@) = -2~ w punkcie (wo,y0) = (0,0).
i +y

Dy =R?\ {(0,0)}.
Niech (x,,y,) bedzie dowolnym ciggiem takim, ze

lim (z,,Yn) =(0,0) i (Tn,yn) #(0,0) dla neN.

n—>+oo

Wbwczas

nyn
—>+°o x2 + yn

hm f(xnayn) -
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Przyktad 2

Zbada¢ z definicji Heinego istnienie granicy funkcji

|

2
X .
(@) = -2~ w punkcie (wo,y0) = (0,0).
i +y

Dy =R?\ {(0,0)}.
Niech (x,,y,) bedzie dowolnym ciggiem takim, ze

lim (z,,Yn) =(0,0) i (Tn,yn) #(0,0) dla neN.

n—>+oo

Wbwczas

2y 72
hm f(xnayn)_ _>+°o x2n+y2 = nEIPeoynng :yZ =0
n n
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Przyktad 2

Zbada¢ z definicji Heinego istnienie granicy funkcji

|

2
X .
(@) = -2~ w punkcie (wo,y0) = (0,0).
i +y

Dy =R?\ {(0,0)}.
Niech (x,,y,) bedzie dowolnym ciggiem takim, ze

lim (z,,Yn) =(0,0) i (Tn,yn) #(0,0) dla neN.

n—>+oo
Woéwczas
22 2
'I'Ly : xn
hm f@n,yn) =1 oo = lim y,———=0
e T2 +y2  noteo "2 4 g2
Zatem

$2y
11m —— =
(z,9)~(0,0) 22 +y?
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Przyktad 3

Zbadac z definicji Heinego istnienie granicy funkcji

zy .
= — ki 0,0).
[a) = g7t wpunkeie (0,0)
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Przyktad 3

Zbadac z definicji Heinego istnienie granicy funkcji

LYy
2 +y?

f(x,y) =

w punkcie (0,0). Dy =R>~{(0,0)}.
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Przyktad 3

Zbadac z definicji Heinego istnienie granicy funkcji

f(w.y) = 52— wpunkcie (0,0). Dj=R>{(0,0)}.
xr +y

Niech (zn,yn) = (£,0) oraz (a},,y,) =(2,1), oczywiscie

n’

lim (2n,9,) = lim (%,0)=(0,0) i(%,O)#(0,0) dla neN,

n— n—+oo

lim (z/,,y.)= lim (l l):(0,0) i (1,%);&(0,0) dla neN.

)
n—+oo n—+oo \n'n n

Woéwcezas

lim f(2n,yn) = lim =0,
n—>+00 n—r+oo

(2)

Anna Bahyrycz Granica i ciagto$é funkcji wielu zmiennych



Przyktad 3

Zbadac z definicji Heinego istnienie granicy funkcji

|

f(w.y) = 52— wpunkcie (0,0). Dj=R>{(0,0)}.
xr +y

Niech (zn,yn) = (£,0) oraz (a},,y,) =(2,1), oczywiscie

n’

Hm (2, 4n) = lm (%,0)=(0,0) i(%,O)#(0,0) dla neN,

n—+oo n—+oo

lim (z/,,y.)= lim (l l) (0,0) i (— 1);e(o,o) dla neN.

n—>+oo n—>+oo \n
Wowczas 0
lim f(x’myn) = lim =0,
n—+00 n—+00

hm f(xn7yn) - nl—l>r-Poo W = 5
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Przyktad 3

Zbadac z definicji Heinego istnienie granicy funkcji

f(w.y) = 52— wpunkcie (0,0). Dj=R>{(0,0)}.
22 +y
Niech (zn,yn) = (£,0) oraz (a},,y,) =(2,1), oczywiscie

n’

Hm (2, 4n) = lm (%,0)=(0,0) i(%,O)#(0,0) dla neN,

n—+oo n—+oo
11 1
. 14 14 _ . - = —
lim (a),,y;) = lim_ (n )=(0,0) i ( );e (0,0) dla neN.
Wéwczas 0
lim f(zp,yn)= lim =0,
n—>+00 n—r+oo

hm f(xn7yn) - n1—1>r-Poo W = 5

Zatem badana granica nie istnieje.
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Twierdzenie 2 (O arytmetyce granic funkgji)

Jezeli (x0,y0) € R?, D c R? oraz funkcje f,g: D — R maja skoriczone granice
WM (g ) (2o.m0) F(2,4) =@ 1l y) (2o m0) 9(2,y) = b, tO

Q lim (g y)os(wo,y0) (f +9)(2,y) =a+b,

Q limy ) (0,y0) (f —9)(@,9) =a -0,

o hm(%ay)—’(mo,yo) (f-9)(z,y)=a-b,

Q lim(s y)(ao0) 2(2,y) = ¢, 0 ile b#0,

Q lim(y y)—(zo,y0) ¢f (%, y) = ca, dla ceR.
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Twierdzenie 3 (O granicy funkcji ztozonej)

Jezeli funkcje p,q i f oraz py,qo,g € R spetniaja warunki:
Q lim(e ) (o 0) P(Z:Y) =0 1 1w ) 20,90) 9(25 ) = G0,
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Twierdzenie 3 (O granicy funkcji ztozonej)

Jezeli funkcje p,q i f oraz py,qo,g € R spetniaja warunki:
Q lim(e ) (o 0) P(Z:Y) =0 1 1w ) 20,90) 9(25 ) = G0,
o (p(xay)aQ(may)) 3 (panO) dla kaz'dego ({Zl,y) € S(Il’o,yg),
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Twierdzenie 3 (O granicy funkcji ztozonej)

Jezeli funkcje p,q i f oraz py,qo,g € R spetniaja warunki:
© lim(y y)(20,40) P(T,Y) =Po i lim(z, ) (z0,90) 2 Y) = 0,
@ (p(x,y),9(z,y)) # (po,q0) dla kazdego (z,y) € S(wo,yo),
Q lim(p,g)~(poa0) f(P:0) = 9,
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Twierdzenie 3 (O granicy funkcji ztozonej)

Jezeli funkcje p,q i f oraz py,qo,g € R spetniaja warunki:
© lim(y y)(20,40) P(T,Y) =Po i lim(z, ) (z0,90) 2 Y) = 0,
@ (p(x,y),9(z,y)) # (po,q0) dla kazdego (z,y) € S(wo,yo),
Q lim(p,g)~(poa0) f(P:0) = 9,
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Twierdzenie 3 (O granicy funkcji ztozonej)

Jezeli funkcje p,q i f oraz py,qo,g € R spetniaja warunki:
© lim(y y)(20,40) P(T,Y) =Po i lim(z, ) (z0,90) 2 Y) = 0,
@ (p(x,y),9(z,y)) # (po,q0) dla kazdego (z,y) € S(wo,yo),
Q lim(p,g)~(poa0) f(P:0) = 9,

to
lim f(p(%y),q(x,y)) =g

(z,y)~>(z0,y0)
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Twierdzenie 3 (O granicy funkcji ztozonej)

Jezeli funkcje p,q i f oraz py,qo,g € R spetniaja warunki:
© lim(y y)(20,40) P(T,Y) =Po i lim(z, ) (z0,90) 2 Y) = 0,
@ (p(x,y),9(z,y)) # (po,q0) dla kazdego (z,y) € S(wo,yo),
Q lim(p,g)~(poa0) f(P:0) = 9,

to
lim f(p(%y),q(w,y)) =g

(z,y)~>(z0,y0)

| A

Uwaga 5

W Twierdzeniach 2 i 3 dopuszczalne sa takze granice niewfasciwe, o ile
odpowiednie dziatania z takimi symbolami sa oznaczone.
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Weszystkie sposoby, ktére stosowalismy do liczenia granicy funkcji jednej zmiennej
(za wyjatkiem regufy de I'Hospitala) mozemy stosowac do liczenia granicy funkcji
dwéch zmiennych.
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Niech f : Dy - R, Dy c R? i (x0,y0) bedzie punktem skupienia zbioru Dj.
W punkcie (zo,yo) mozemy badac granice funkcji f.
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Uwaga 7

Niech f : Dy - R, Dy c R? i (x0,y0) bedzie punktem skupienia zbioru Dj.
W punkcie (zo,yo) mozemy badac granice funkcji f.

Do punktu (xzg,yo) mozna zmierza¢ po dowolnej krzywej koriczacej sie w tym
punkcie.
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Uwaga 7

Niech f : Dy - R, Dy c R? i (x0,y0) bedzie punktem skupienia zbioru Dj.
W punkcie (zo,yo) mozemy badac granice funkcji f.

Do punktu (xzg,yo) mozna zmierza¢ po dowolnej krzywej koriczacej sie w tym
punkcie.

o Jezeli dla kazdej drogi istnieje granica funkcji f i jest zawsze taka sama
(= g), to wtedy funkcja f ma granice w punkcie (g, yo)-
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Uwaga 7

Niech f: Dy - R, Dy c R? j (w0, y0) bedzie punktem skupienia zbioru Dy.
W punkcie (zo,yo) mozemy badac granice funkcji f.

Do punktu (xzg,yo) mozna zmierza¢ po dowolnej krzywej koriczacej sie w tym
punkcie.

o Jezeli dla kazdej drogi istnieje granica funkcji f i jest zawsze taka sama
(= g), to wtedy funkcja f ma granice w punkcie (g, yo)-

o Jezeli dla dwdch réznych drég wartosci granic sa rozne, to funkcja f nie ma
granicy w punkcie (o, yo)-
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Uwaga 8

Jezeli wprowadzimy wspétrzedne biegunowe

T—Tyg = pPCOSY
Y-y = psing ’
to zauwazmy, ze
p=0

(2,9) > (z0,50) = @ — dowolne, moze sie zmieniac¢
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Wréémy do Przyktadu 2 i 3.

Jezeli badamy granice funkcji wymiernej (iloraz dwoch wielomianéw) w punkcie
(0,0) i po wstawieniu w miejsce x i y zera otrzymujemy symbol nieoznaczony, to
warto sprobowaé wprowadzié wspdtrzedne biegunowe.

Przyktad 4

Korzystajac z zamiany zmiennych na wspétrzedne biegunowe pokazad, ze istnieje
granica funkcji

2
X .
f(@,y) = -2~ w punkcie (zo,y0) = (0,0).
X +y

Anna Bahyrycz
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Wréémy do Przyktadu 2 i 3.

Jezeli badamy granice funkcji wymiernej (iloraz dwoch wielomianéw) w punkcie
(0,0) i po wstawieniu w miejsce x i y zera otrzymujemy symbol nieoznaczony, to
warto sprobowaé wprowadzié wspdtrzedne biegunowe.

Przyktad 4

Korzystajac z zamiany zmiennych na wspétrzedne biegunowe pokazad, ze istnieje
granica funkcji

2
X .
f(@,y) = -2~ w punkcie (zo,y0) = (0,0).
X +y

Dy = R2 {(0,0)}.
Wowczas

2 2 2 .
COS S
LY P ppsing _

1m =
(z.9)~(0,0) 22 +y2 p=0 p?
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Wréémy do Przyktadu 2 i 3.

Jezeli badamy granice funkcji wymiernej (iloraz dwoch wielomianéw) w punkcie
(0,0) i po wstawieniu w miejsce x i y zera otrzymujemy symbol nieoznaczony, to
warto sprobowaé wprowadzié wspdtrzedne biegunowe.

Przyktad 4

Korzystajac z zamiany zmiennych na wspétrzedne biegunowe pokazad, ze istnieje
granica funkcji

2
X .
f(@,y) = -2~ w punkcie (zo,y0) = (0,0).
X +y

Dy = R2 {(0,0)}.
Wowczas

2 2 2 .
COS S
LY P @ psinp

1m =
(z.9)~(0,0) 22 +y2 p=0 p?

= lim pcos® psinp = 0.
p—0
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Wréémy do Przyktadu 2 i 3.

Jezeli badamy granice funkcji wymiernej (iloraz dwoch wielomianéw) w punkcie
(0,0) i po wstawieniu w miejsce x i y zera otrzymujemy symbol nieoznaczony, to
warto sprobowaé wprowadzié wspdtrzedne biegunowe.

Przyktad 4

Korzystajac z zamiany zmiennych na wspétrzedne biegunowe pokazad, ze istnieje
granica funkcji

2
X .
f(@,y) = -2~ w punkcie (zo,y0) = (0,0).
X +y

Dy =R2\ {(0,0)}.

Wéwczas
2 2 02 .
im TV iy £ PPINP lim pcos® psinp = 0.
(z.y)=(0,0) 2 +y?  p=0 0> p—0
Zatem )
lim i

(2,9)>(0,0) 22 +y2
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Przyktad 5

Korzystajac z zamiany zmiennych na wspétrzedne biegunowe pokazac, ze nie
istnieje granica funkcji

X .
(@) = 52— w punkcie (wo,y0) = (0,0).
T +y
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Przyktad 5

Korzystajac z zamiany zmiennych na wspétrzedne biegunowe pokazac, ze nie
istnieje granica funkcji

LY

5 w punkcie (zg,yo) = (0,0).
z2 +y

f(-'ﬂ,y):

2
Dy =R?~ {(0,0)}.
Wobwczas

pcosp psing

Ty .
= lim >

lim
(z,)~(0,0) 2 +y? p=0 p
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Przyktad 5

Korzystajac z zamiany zmiennych na wspétrzedne biegunowe pokazac, ze nie
istnieje granica funkcji

x .
f(a.y)= 5~ wpunkcie (z0,y0)= (0,0).
2 +y
Dy =R?~ {(0,0)}.
Wéwczas
. xy .. pcosppsing . . .
(ac,yl)lir%(),o) o i ll)l_r)I(l) e = })1_{1(1) cos psin ¢ = cos psin @,

granica ta nie istnieje, bo jej wartos¢ zalezy od p, a wiec od drogi.
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Uwaga 9
Gdyby w Przyktadzie 4 nie byto polecenia, ze mamy uzy¢ wspétrzednych
biegunowych to granice ta moglibysmy wyznaczy¢ inaczej, na przykfad tak

2 2
Ty . a2 -0

1m — = 1m =
(z.9)~(0,0) 22 +y%  (2,9)~(0,0) o y?
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Uwaga 9

Gdyby w Przyktadzie 4 nie byto polecenia, ze mamy uzy¢ wspétrzednych
biegunowych to granice ta moglibysmy wyznaczy¢ inaczej, na przykfad tak

2 2
im Y~ lim Y- )
(2,)~(0,0) 22 +y%  (29)~(0,0) = z2+y?

lub
. %y : Ty
lim = lim

: =0.
(20)>(00) T2+12  (2a)(0.0) 22+ 2

Poniewaz (|a| - |b])? 20, wigc a® - 2|a||b| +b? >0, a stad a® +b* > 2|a|b|, czyli

2la[]
a® + b2

<1 dla a®+b° #0, (%)

co oznacza, ze wyrazenie
z? +

7z . .
_y2 dla z® +y? # 0 jest ograniczone.
Y
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Zbadac istnienie granicy funkcji (o ile istnieje ja wyznaczyc)
2

f(z,y) = xf—ny w punkcie (0,0).
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Zbadac istnienie granicy funkcji (o ile istnieje ja wyznaczyc)

2
f(w.y) = =2~ wpunkcie (0,0). Dj=R>\{(0,0)}.
=ty
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Zbadac istnienie granicy funkcji (o ile istnieje ja wyznaczyc)

2
f(w.y) = =2~ wpunkcie (0,0). Dj=R>\{(0,0)}.
=ty

Sposob I.

2 2 .2 .
x cos sin
(z,9)~(0,0) 2*+y* p=0 picostp + p?sin‘p
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Zbadac istnienie granicy funkgji (o ile istnieje ja wyznaczyc)

2
f(w.y) = =2~ wpunkcie (0,0). Dj=R>\{(0,0)}.
zt+y
Sposob I.
xy im p? cos? ¢ psinp ~ lim p cos? ¢ sing

im 1.2 ) )
(z,9)~(0,0) z*+y* =0 picostp + p2sin“p P20 p2costp + sin”p

0 dla sinp#0
0 dla sinp=0 |,
? dla sinp—>0
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Zbadac istnienie granicy funkgji (o ile istnieje ja wyznaczyc)

2
F(z,y) = ff’ 5 wpunkcie (0,0). Dy =R~ {(0,0)}.
Tty
Sposob I.
. z2y . p? cos? p psin g i cos? ¢ sing
im ———=1i = lim
(@y)=(0,0) zt+y2 =0 plcostp + p2sin®p =0 p2costy + sin®o

0 dla sinp#0
0 dla sinp=0
? dla sinp—>0

)

Dobierzmy krzywa, tak aby sin p — 0, a w mianowniku zredukowafa sie suma
xz* +y?. Niech y =2, wtedy badana granica wyniesie:
4

li -
om0 274 2

Badana granica nie istnieje poniewaz znalezlismy droge (zobacz Uwaga 7), dla
ktorej wartosc¢ granicy jest rézna od wartosci granicy dla innych drég.
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Przyktad 6 c.d.

Zbadac istnienie granicy funkgji

flz,y) = 2’y w punkcie (0,0)
Y _.’I,'4+y2 p 9 .
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Przyktad 6 c.d.

Zbadac istnienie granicy funkgji

2
f(@,y) = 25 wpunkdie (0,0). Dy =R?x{(0,0)}.
TrE+y

Sposéb II.
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Przyktad 6 c.d

Zbadac istnienie granicy funkgji

2
f(@,y) = 25 wpunkdie (0,0). Dy =R?x{(0,0)}.
TrE+y

Sposéb II.
Niech (Zn,yn) = (%,O) oraz (z/,y.) = (%, #) , oczywiscie

m (2, yn) = Lm (%,0)=(0,0) i (%,0);&(0,0) dla neN,

n—+oo n—>+oo
lim (a),,94) = lim (% i) (0,0) i (— 12)¢(0,0) dla neN.
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Przyktad 6 c.d

Zbadac istnienie granicy funkgji

2
flz,y) = ny w punkcie (0,0). Dy =R*~{(0,0)}.
xt+y

Sposéb I1.
Niech (24, ¥n) = (£,0) oraz (a},,4,) =(2,2), oczywiscie

n’

. . 1 1
Jim (z,9a) = lim (=.0)=(0,0) i (,0)#(0,0) dla neN,

11 1
lim (a),,94) = lim (ﬁ 7) (0,0) i (— 2)qe(o,o) dla neN.
Woéwczas

. . 0
A He)s e oot
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Przyktad 6 c.d

Zbadac istnienie granicy funkgji

2
flz,y) = ny w punkcie (0,0). Dy =R*~{(0,0)}.
xt+y

Sposéb I1.
Niech (24, ¥n) = (£,0) oraz (a},,4,) =(2,2), oczywiscie

n’

. . 1 1
Jim (z,9a) = lim (=.0)=(0,0) i (,0)#(0,0) dla neN,

11 1
lim (a),,94) = lim (ﬁ 7) (0,0) i (— 2)qe(o,o) dla neN.
Woéwczas

. . 0
A He)s e oot

1

nt _
lim f(«),y,)= lim —1—

1
n—>+oo n—>+oo 2 2
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Przyktad 6 c.d

Zbadac istnienie granicy funkgji

2
flz,y) = ny w punkcie (0,0). Dy =R*~{(0,0)}.
xt+y

Sposéb I1.
Niech (24, ¥n) = (£,0) oraz (a},,4,) =(2,2), oczywiscie

n’

. . 1 1
Jim (z,9a) = lim (=.0)=(0,0) i (,0)#(0,0) dla neN,

11 1
lim (a),,94) = lim (ﬁ 7) (0,0) i (— 2)qe(o,o) dla neN.
Woéwczas

0
lim f(zp,yn)= lim — =0,

n—+oo n—too —

n
1 1
4

Zatem badana granica nie istnieje.
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e
Zbadac istnienie granicy funkcji (o ile istnieje ja wyznaczyc)

3

f(z,y) = xf—ny w punkcie (0,0).
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IR,

Zbadac istnienie granicy funkcji (o ile istnieje ja wyznaczyc)

3
f(w.y) = =2~ w punkcie (0,0). Dj=R>\{(0,0)}.
=ty
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IR,

Zbadac istnienie granicy funkcji (o ile istnieje ja wyznaczyc)

3
f(w.y) = =2~ w punkcie (0,0). Dj=R>\{(0,0)}.
=ty

Wbwczas

3 3 a3 :
%y lim P 08" @ psing

im = =
(z.9)>(0,0) T +y2 =0 pcosty + p2sin?yp
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R~

Zbadac istnienie granicy funkgji (o ile istnieje ja wyznaczyc)

3
Fy) = —25 wpunkeie (0,0). Dy =R {(0,0)}.
4 +y
Woéwczas
o 3 3 . 0 dla sinp#0
im P —lim L P EPIRE L) gl sing=0
(zy)=(0,0) = +y= »,=0 p2cos® @ + p“sin” ¢ ? dla sing-0

2

Gdy zmierzamy po krzywej y = x=, to badana granica wyniesie:

5
hn% ot = 0 - to nie jest kontrprzyktad, wiec granica badana moze istniec.
> x

Sprébujmy oszacowac nasza funkcje

o5 [l - [ 51
2 2

334+y2 x4+y2
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R~

Zbadac istnienie granicy funkgji (o ile istnieje ja wyznaczyc)

3
J(y) = ——Y wpunkeie (0,0). Dy =B~ {(0,0)}.
4 +y
Woéwczas
o 3 3 . 0 dla sinp#0
im P —lim L P EPIRE L) gl sing=0
(zy)=(0,0) = +y= »,=0 p2cos® @ + p“sin” ¢ ? dla sing-0

2

Gdy zmierzamy po krzywej y = x=, to badana granica wyniesie:

5
hn% ot = 0 - to nie jest kontrprzyktad, wiec granica badana moze istniec.
> x

Sprébujmy oszacowac nasza funkcje

0<| 2’y = 20y %\g%z?o (zobacz (*)).

334+y2 x4+y2

Badana granica istnieje i wynosi 0.
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Zbada¢ istnienie granicy funkgji (o ile istnieje ja wyznaczyc)

- cos(2? +y?)

1 ,
f(z,y) = @2+ )7 w punkcie (0,0).

Anna Bahyrycz Granica i ciagto$é funkcji wielu zmiennych



Frzykfad o

Zbada¢ istnienie granicy funkgji (o ile istnieje ja wyznaczyc)

- cos(2? +y?)

1 ,
f(z,y) = @2+ )7 w punkcie (0,0).

Dy =R?\ {(0,0)}.
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Frzykfad o

Zbada¢ istnienie granicy funkgji (o ile istnieje ja wyznaczyc)

- cos(2? +y?)

1 ,
f(z,y) = @2+ )7 w punkcie (0,0).

Dy =R?\ {(0,0)}.
Wyznaczenie granicy
1 - cos(z? +y?)
(zy)~(00) (2% +y?)?

sprowadzimy do znalezienia granicy funkcji jednej zmiennej.
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Frzykfad o

Zbada¢ istnienie granicy funkgji (o ile istnieje ja wyznaczyc)

- cos(2? +y?)

1 ,
f(z,y) = @2+ )7 w punkcie (0,0).

Dy =R?*~ {(0,0)}.
Wyznaczenie granicy
1 - cos(z? +y?)
(z,)=(0,0) (z2+y?)?

sprowadzimy do znalezienia granicy funkcji jednej zmiennej.
Podstawiajac u:= 2 + y> mamy (z,y) - (0,0) < u - 0,

Zatem rozwazana granica przyjmuje rownowazng postac

. l-cosu
lim ——
u—0 u2
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Frzykfad o

Zbada¢ istnienie granicy funkgji (o ile istnieje ja wyznaczyc)

- cos(2? +y?)

1 ,
f(z,y) = @2+ )7 w punkcie (0,0).

Dy =R?*~ {(0,0)}.
Wyznaczenie granicy
1 - cos(z? +y?)
@y)~00) (2% +y?)?
sprowadzimy do znalezienia granicy funkcji jednej zmiennej.

Podstawiajac u:= 2 + y> mamy (z,y) - (0,0) < u - 0,

Zatem rozwazana granica przyjmuje rownowazng postac

1-cosu

lim 5 = 2 >
u—0 u H u—0 U

- 5 5 o o .1
Badana granica istnieje i wynosi 3.
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Uwaga 10

Niech D c R? | (z0,10) € D bedzie punktem skupienia zbioru D.
Z Definicji 16 (ciagtosci funkcji w punkcie) dla n = 2 wynika, ze funkcja
f:D >R jest ciagta w punkcie (xo,yo) jezeli

lim  f(x,9) = f(z0,%0)-

(z,y)~(z0,y0)
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Uwaga 10

Niech D c R? | (z0,10) € D bedzie punktem skupienia zbioru D.

Z Definicji 16 (ciagtosci funkcji w punkcie) dla n = 2 wynika, ze funkcja
f:D >R jest ciagta w punkcie (xo,yo) jezeli

lim  f(x,9) = f(z0,%0)-

(z,y)~(z0,y0)

| \

Twierdzenie 4
Q Suma dwdch funkgji ciagtych w punkcie (a,b) jest funkcja ciagta w (a,b).

A\
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Uwaga 10
Niech D c R? | (z0,10) € D bedzie punktem skupienia zbioru D.
Z Definicji 16 (ciagtosci funkcji w punkcie) dla n = 2 wynika, ze funkcja
f:D >R jest ciagta w punkcie (xo,yo) jezeli
lim f(z,y) = f(%o,%0)-

(z,y)~(z0,y0)

Twierdzenie 4
Q Suma dwdch funkgji ciagtych w punkcie (a,b) jest funkcja ciagta w (a,b).
Q lloczyn dwéch funkgji ciagtych w punkcie (a,b) jest funkcja ciagta w (a,b).

| \

A\
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Uwaga 10
Niech D c R? | (z0,10) € D bedzie punktem skupienia zbioru D.
Z Definicji 16 (ciagtosci funkcji w punkcie) dla n = 2 wynika, ze funkcja
f:D >R jest ciagta w punkcie (xo,yo) jezeli
lim f(z,y) = f(%o,%0)-

(z,y)~(z0,y0)

Twierdzenie 4

| \

Q Suma dwdch funkgji ciagtych w punkcie (a,b) jest funkcja ciagta w (a,b).

Q lloczyn dwéch funkgji ciagtych w punkcie (a,b) jest funkcja ciagta w (a,b).

@ lloraz dwéch funkcji ciagtych w punkcie (a,b), takich, ze dzielnik w tym
punkcie jest funkcja rézna od zera, jest funkcja ciagta w (a,b).

A\
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Uwaga 10

Niech D c R? | (z0,10) € D bedzie punktem skupienia zbioru D.
Z Definicji 16 (ciggtosci funkcji w punkcie) dla n = 2 wynika, ze funkcja
f:D >R jest ciagta w punkcie (xo,yo) jezeli

lim f(xyy) :f(anyO)
(z,y)~>(z0,Y0)

4

Q Suma dwdch funkgji ciagtych w punkcie (a,b) jest funkcja ciagta w (a,b).

lloczyn dwéch funkcji ciagtych w punkcie (a,b) jest funkcja ciagta w (a,b).

o

@ lloraz dwéch funkcji ciagtych w punkcie (a,b), takich, ze dzielnik w tym
punkcie jest funkcja rézna od zera, jest funkcja ciagta w (a,b).

Q@ Jezeli funkcja F(g(z, y)) Jest okreslona na pewnym otoczeniu punktu (a,b),
funkcja g(x,y) jest ciagfa w punkcie (a,b), a funkcja F'(u) jest ciagta w

punkcie u = g(a,b) to funkcja ztoZona F(g(x7 y)) Jest ciagta w punkcie (a,b).
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Przyktad 9

Wyznaczyc¢ zbiér punktéw ciagtosci funkcji:

) = {\/ -z2-y? dla x+y <1

dla 2*>+y*>1
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Przyktad 9

Wyznaczyc¢ zbiér punktéw ciagfosci funkgji:

_ 1-22-9y2 dla z?+y?<1
f(m7y)_{0 dla x2+y2>1
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Twierdzenie 5 (Weiestrassa)

Niech D c R? bedzie obszarem domknietym i ograniczonym. Wéwczas jezeli
funkcja f: D — R jest ciagta w D to:
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Twierdzenie 5 (Weiestrassa)

Niech D c R? bedzie obszarem domknietym i ograniczonym. Wéwczas jezeli
funkcja f: D — R jest ciagta w D to:

@ jest ograniczona,
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Twierdzenie 5 (Weiestrassa)

Niech D c R? bedzie obszarem domknietym i ograniczonym. Wéwczas jezeli
funkcja f: D — R jest ciagta w D to:

@ jest ograniczona,

@ przyjmuje co najmniej raz w zbiorze D wartos¢ najmniejsza i warto$¢
najwieksza.
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